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SAZETAK

PredloZen je postupak odredivanja nelinearne uzro¢ne povezanosti
dviju varijabli njihovim mapiranjem u Hilbertov prostor reproduci-
rajucih jezgri RKHS (engl. Reproducible Kernel Hilbert Space). Ana-
liza bivarijabilnih zavisnosti dio je razvoja kauzalnih modela umjetne
inteligencije sa svthom upravljanja sloZenim sustavima. Poznavanje
kauzalnosti su klju¢ne informacije na kojima se temelji dijagnostika,
predvidanje posljedica i donosSenje poslovnih odluka. Odredivanje ka-
uzalne relacije varijabli vr$i se procjenom empirijske gustoce vjerojat-
nosti KDE (engl. Kernel Density Estimation) u RKHS prostoru. Procjena
smjera kauzalne veze provodi se Nadaraya-Watson aproksimacijom i
usporedbom Pearsonove korelacija varijabli X i Y i modela u RKHS
prostoru, X4 (Y) i Y3(X). PredloZeni postupak testiran je na nizu pri-
VRSTA CLANKA mjera: model neurona, simulacijom sloZenih bivarijabilnih modela s
Izvorni znanstveni ¢lanak heteroskedasti¢nim poremecajima, na poznatim podacima sa Sveudi-
lista u Tiiebingenu, marketingkim "Datarium” podacima ucinka drus-
tvenih mreza, i zavisnosti burzovnih indeksa S&P500 i VIX. Takoder je
INFORMACIJE O CLANKU  provedena analiza strukture kauzalne povezanosti rodnog jaza osob-
Primljeno: 11. ozujka 2025. nih dohodaka na podacima ameritke informaticke tvrtke. Neutvrde-
Prihvaceno: 10. svibnja 2025. ~ Nost smjera kauzalne veze indicirana je preklapanjem intervala pouz-
DOI: 10.62366 / crebss.2025.1.005 danosti Pearsonovih korelacija. Za linearne sustave zbog simetri¢nosti
JEL: C18, C29, C49 uvjetovanih distribucija u oba smjera, predloZenom metodom smjer
kauzalne veze nije moguce jednozna¢no odrediti.
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1. Uvod

Zakljucivanje o uzro¢no posljedi¢nim vezama medu varijablama temeljem opazenih ili em-
pirijskih podataka je osnovni cilj istraZivanja u sloZenim sustavima (ekonomija, ekologija,
sociologija, medicina). U praksi se najce$ce pojavljuje problem prividne ili pogresne linearne
zavisnosti kada su varijable zapravo nelinearno povezane, $to za posljedicu ima i nemoguc¢-
nost utvrdivanja smjera uzro¢nosti medu varijablama, osobito kada su nepoznate njihove
distribucije vjerojatnosti. lako se uzrotno posljedi¢ni odnosi definiraju i argumentiraju na
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temelju ekonomske teorije, te se testiraju statistickim ili ekonometrijskim postupcima, u em-
pirijskim istraZivanjima nedovoljno je zastupljen postupak testiranja uzro¢nosti u uvjetima
kada je funkcionalni odnos nelinearan i nepoznat. U ekonomskim i financijskim sustavima
raspolozivost kvantitativnih podataka je velika, ali zbog velike sloZenosti poznatih i nepoz-
natih endogenih interakcija i egzogenih utjecaja, modeliranje i upravljanje ra¢unalnim (al-
goritamskim) modelima u ekonomiji je podloZno nepouzdanosti te imaju relativno ograni-
¢enu primjenu u praksi. NajéeSca sintagma kojom se opisuje problem modeliranja uzro¢ne
povezanosti je "korelacija nije kauzalnost". PogreSna pretpostavka o istovjetnosti korelacije
podataka s kauzalno$¢u je glavni razlog moguéim pogresnim modelima i odlukama. Raz-
log su nepoznate, pristrane i pogresne procjene strukture i parametara modela zbog brojnih
interferirajucih utjecaja i prividnih povezanosti zbog nepoznavanja funkcionalnih kauzalnih
veza (Bareinboim i Hiinermund, 2023). Isti¢u se dva osnovna pristupa analize kauzalnosti
koji se temelje na statistickom pristupu i ra¢unalnoj znanosti (Heckaman i Pinto, 2023). Prvi
statisticki pristup kauzalnosti zasniva se na statistici potencijalnih u¢inaka (Imbens i Rubin,
2010; Robin, 2005). Procjenu potencijalnih u¢inaka moguce je statisticki procijeniti meto-
dom uskladivanja podataka, prilagodenom regresijom, inverznim tezinskim koeficijentima,
ili uporabom instrumentalnih varijabli. Drugi pristup zasniva se na odredivanju povezanosti
strukturne kauzalne mreze (Pearl, 2009). Struktura povezanosti kauzalnih uc¢inaka prikazuje
se kao usmjereni graf s vezama procijenjenih uvjetnim distribucijama.

Za razliku od statisti¢ckih pristupa kauzalnosti u ekonometriji, primjena umjetne inteli-
gencije (Al) temelji se na velikom broju podataka i metodama ucenja u otkrivanju uzoraka
ponasanja u nelinearnim viSedimenzionalnim sustavima bez prethodnih pretpostavki o raz-
diobama gustoée vjerojatnosti i aditivnosti stohastickih egzogenih utjecaja. U ovom radu
predloZen je postupak analize bivarijabilne kauzalnosti primjenom Kolmogorove konjukture
temeljem relacije izmedu kompleksnosti i kauzalnosti preslikavanjem podataka u Hilbertov
prostoru reproducirajucih jezgri (RKHS).

2. Teorijski okvir kauzalnosti u RKHS Hilbertovom prostoru

Statisticka analiza i modeliranje u znanstvenim podrugdjima, kao $to su ekonometrija i kvanti-
tativna sociologija zasniva se na podacima s nestandardnim, i ¢esto nepoznatim, razdiobama
gustoce vjerojatnosti. Takoder, podaci su medusobno na strukturno sloZeni nacin nelinearno
povezani, i za koje u nacelu nisu poznati matematicki oblici zavisnosti. Kada se na takove po-
datke primjene statistickih model sa pretpostavljenim razdiobama i funkcionalnih zavisnosti
(linearne, polinomne, itd.) rezultati analize i modeliranja su vrlo ¢esto pristrani i/ili pogresni.
Preslikavanjem podataka X u Hilbertov prostor H beskona¢ne dimenzije primjenom vlasti-
tih funkcija ¢(X), ¢ € H, omogucena je primjena statistike i modeliranja bez neopravdanih
i Cesto pogresnih pretpostavki (Mitrovi¢ i sur., 2018; Hastie i sur., 2017; Vinod, 2020). Po-
sebno su numericki u¢inkoviti postupci analize i modeliranja izborom Hilbertovog prostora
definiranog jezgrom k : X x X — R koja omogucuje reprodukciju skalarnog produkta u
prostoru H jednostavnom primjenom relacije ((x1), (x2)) = kx(x1, x2) (Buljan, 2021). Teme-
liem svojstva reprodukcije skalarnog produkta, ovi prostori se nazivaju Hilbertovi prostori
repoducirajucih jezgri RKHS (engl. Reproducing Kernel Hilbert Space). Odredivanje funkcije
cilia f(x) € H pri modeliranju i strojnom u¢enju u RKHS prostoru zasniva se na svojstvu
reprezentiranosti (engl. representer theorem) funkcije linearnom kombinacijom jezgri funkcija
kx(x,-) odredenih eksperimentalnim podacima x;



Kauzalna analiza u ekonometriji primjenom Hilbertovog prostora reproducirajucih jezgri 69

fOn={f kx(x, ))n VfEH, VxeX o)

Procjena razdiobe gustoce vijerojatnosti P(X) u RKHS prostoru je funkcija KDE(x) (engl.
Kernel Density Estimation) odredena sumom N Gaussovih jezgri

P(X) ~ KDE(x) = — ka Xj, X ()

Izborom parametra pojasne Sirine 1 Gaussove jezgre odredena je "glatkost" interpolacije
koji se procjenjuje unakrsnom provjerom valjanosti (engl. cross—validation). Izborom malih h
vrijednosti postiZe se interpolacija koja ima mala odstupanja od eksperimentalnih podataka,
ali je podloZna utjecaju slucajnih eksperimentalnih pogresaka.

||xi — x| 2
kx (xi, xj) = exp (‘lhzj ®3)

Primjenom Bayesovog teorema, uvjetna distribucija gustoce vjerojatnosti P(Y|X) odre-
dena je omjerom zdruZene i marginalne distribucije

_ PXY)
koje se aproksimiraju pripadaju¢om funkcijom (2), i izrazom za KDE(x, y)
P(X,Y) ~ KDE(x,y) ka xi, X)ky(yi, y) 5)
odredene su KDE aproksimacije uvjetnih distribucija gusto¢a vjerojatnosti
N
Z kx (xi, x)ky (yi, y)
P(Y|X) = KDE(y|x) = —;
Z kx (xir X)
. (6)

N

; kx (xi, ©)ky (i, y)

P(X|Y) ~ KDE(x|y) =

[\12

ky(yi, y)
1

Matemati¢ki model y(x) funkcionalne zavisnosti dviju slu¢ajnih varijabli X i Y odreden
je matemati¢kim ocekivanjem uvjetne distribucije

y(x) = E(Y[X = @)

Primjena KDE aproksimacija u izrazu (7) i integracija odreduju modele pretpostavljene
kauzalne zavisnosti X — Y : yx(x) 1Y — X : x94(y)
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Pretpostavljena funkcionalna zavisnost testira se primjenom HSIC kriterija nezavisnosti
(engl. Hilbert—Schmidt Independence Criteria) varijabli Y, X u RKHS prostoru i koeficijentom
korelacije r4(X,Y). Za razliku od Pearsonove korelacije, podrudje vrijednosti korelacije u
Hilbertovom prostoru je ry € [0, 1], 0 za nezavisnost i 1 za potpunu zavisnost (idealnu
korelaciju) X iY

HSIC(X,Y) = ||Cxy[3, ~ (Nil)ztr(KxHKyH) ©)
- HSCI(X,Y)
u(XY) = VHSIC(X, X)/HSIC(Y,Y) (10)

pri ¢emu je C matrica unakrsne korelacije X i Y, Ky i Ky su Gramove matrice vrijednosti
skalarnih produkata jezgri,

Kx[i,j] = kx(xi, x]) Ky[i,j] = ky(xi, x/) (11)

H je matrica za standardizaciju podataka, a tr je trag matrice. Osim odredivanja signifi-
kantnosti funkcionalne povezanosti y = f(x), klju¢ni cilj svakog znanstvenog istrazivanja je
odrediti smjer kauzalne povezanosti, na primjer u ekonometriji odgovoriti na pitanje da li
je promjena cijene proizvoda X uzrok promjene prodaje Y(X), ili je promjena prodaje uzrok
promjene cijene proizvoda X(Y). Za odredivanje smjera kauzalnosti primjenom kvantitativ-
nih podataka moguce je primijeniti Kolmogorov koncept mjere algoritamske kompleksnosti
(Mitrovi¢ i sur., 2018; Allen i McAleer, 2020; Kolmogorov, 1968). Temeljna pretpostavka je
da model (algoritam) predikcije posljedice je jednostavniji (manje kompleksan) u usporedbi
s modelom predikcije uzroka iz podataka posljedice. Jednostavnim rije¢ima, "lakSe i to¢nije"
je objasniti (algoritmom i/ili modelom) posljedicu zavisno o uzroku, nego li objasniti uz-
rok posljedicom. U ovom radu se kao mjera kompleksnosti predlaZze usporedba Pearsonove
korelacije r predikcije RKHS modela i izvornih podataka. Ispituje se da li RKHS model v
predikcije posljedice ima veéi Pearsonov koeficijent korelacije varijable posljedice Y, u odnosu
na model uzroka x3 odnosno ispituje se statistiCcka znacajnost relacije:

X—=Y (Y, yu(x)) > (x, 2u(y)) (12)

Doseg primjenljivosti odlué¢ivanja temeljem bivarijabilne analize y = f(x) u ekonometriji
je ogranifen istovremenim utjecajem vise i/ili velikog broja endogenih i egzogenih faktora
koji su medusobno funkcionalno povezani. Istovremeni utjecaj vise faktora ¢esto ima za po-
sljedicu paradoksalne zaklju¢ke. U ekonometriji moguci su primjeri pojave paradoksalnih
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procjena, na primjer Berkensonov paradoks kao sustavna pogreska uzorkovanja populacije,
i/ili Simpsonovov paradoks kao promjena trenda zavisno o postupku stratifikacije podataka
(Pearl, 2009). Ekonomski procesi su dinamicki sustavi i vremenski nizovi ekonometrijskih po-
dataka su kauzalno i asocijativno povezani. Za analizu asocijativne vremenske povezanosti
modelom linearnih stacionarnih procesa uobicajeno se primjenjuje Grangerov model medu-
sobne povezanosti predikcije vremenskih nizova. Grangerov model je bez analize eksplicitne
kauzalnosti, a s time i nemoguénosti protu ¢injeni¢ne analize moguéih odluka (Shojale i Fox,
2022). Da se eliminira utjecaj paradoksalnih procjena kao posljedica viSestrukih utjecaja pri-
mjenjuje se Bayesova kauzalna mreZa kao usmjereni aciklicki graf DAG (engl. Directed Acyclic
Graph). Odredivanje strukture DAG mreZe u ekonometriji je sloZeni problem i u ovom radu
je dan primjer algoritma optimizacije BIC kriterija (engl. Bayes Information Criteria). BIC je
odreden ravnoteZom vjerodostojnosti (engl. likelhood) podataka L i kompleksnosti modela
kauzalne mreZe. Bayesova kauzalna mreZza BCN (engl. Bayes Causal Network) odredena je
skupom &vorova (varijabli X;) i usmjerenih veza E;, tj. BCN = {X, E}. Pretpostavkom da
je ekonomski proces koji generira podatke Markovljev sustav, vjerodostojnost k—tog modela
DAGy mreze odredena je produktom uvjetne vjerojatnosti pojedine varijable X; odredene
pripadajué¢im varijablama "roditelja" pa(X;):

N
L(DAGy) = [ [ P(Xi|pa(X;|DAGy)) (13)
i=1

SloZenost modela pojedine k—te hipotetske BCN mreZe odredena brojem stupnjeva slo-
bode N, (broj poveznica E;) i brojem uzoraka podataka N za ucenje mreZe. BIC kriterij dan

je razlikom sloZenosti mreZe i logaritma uvjetne najvece vjerodostojnosti procjene podataka:

BIC(k) = N, (k)log(N) — 2log(L(DAGy)) (14)

BIC se optimizira iz skupa hipotetskih DAG) mreZa penaliziranjem broja N, ¢vorova
mreZe i podataka N. Klju¢ni korak odredivanja kauzalne mreZe BCN je definiranje skupa
DAG; moguc¢ih mreZza povezivanjem a priori poznatih funkcionalnih zavisnosti sa skupom
mogucih relacija. Za postupak optimizacije moguce je primijeniti heuristicki Hillov postu-
pak odredivanja lokalnog optimuma ili postupak traZenja globalnog optimuma genetickim
algoritmom.

—

DAG = _min (BIC(k)) (15)
k
Moguce nesuglasnosti i mogucée pogreske kao i posljedice nelinearnih odnosa na ka-
uzalne relacije implicirane prihvaéene optimalne DAG mreZe mogucde je provijeriti preslikava-
njem podataka u RKHS prostor i odredivanjem parcijalnih korelacija visestrukih regresijskih
modela:

X =Y peor (y, yz(x)) > peor (x, x3(y)) (16)
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3. Teorijski kauzalni modeli

Za provjeru tocnosti i kao ilustraciju moguénosti primjene predloZenog postupka preslikava-
nja podataka u RKHS prostor za odredivanje bivarijabilne kauzalnosti, primijenjeni su podaci
dobiveni simulacijom teoretskih modela i realnim podacima iz ekonometrijskih baza. Kao te-
meljni primjer za odredivanje smjera kauzalnosti odabran je model neurona (Tablica 1). Mate-
maticki neuron je paradigmatski model umjetne inteligencije Al (engl. Artificial Intelligence) s
primjenama u ekonometriji i mnogobrojnim drugim znanstvenim podrugjima. U ovom radu
primijenjen je matematicki model dan izrazom Y = tanh(X) + e, pri ¢emu je e ukupna razina
poremecaja, Y je odziv neurona, a mjerni sum je Gaussov proces s normalnom razdiobom
e ~ N(0; 0,4). Na Slici 1 prikazani su simulirani podaci zavisnosti odziva neurona Y o razini
ukupnog poremecaja X.

A B
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Y =tanh(X) +e > o |
Xz
0 @
Q
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Slika 1. A) Shematski prikaz modela neurona i B) simulirani podaci

Za numeri¢ku obradu simulirani podaci povezani su u jedinstvenu matricu podataka bez
naznake koja varijabla je uzrok, a koja posljedica. Na Slici 2 prikazane su uvjetne razdiobe
dobivene simulacijom, tj. na A dijelu slike prikazane su KDE procjene gustoce vjerojatnosti
u protukauzalnom smjeru P(X|Y = y) ~ KDE(X) za izabrane vrijednosti odziva neurona
y = (—0,8; 0; 0,8), a na djelu B su prikazane razdiobe P(Y|X = x) ~ KDE(Y) za izabrane
vrijednosti razine ulaznog signala x = (—0.3, 0, 0.3). Ovi grafi¢ki prikazi jasno pokazuju
veliku razliku u kompleksnosti modela zaklju¢ivanja u protukauzalnom smjeru (Slika 2A) u
odnosu na model u kauzalnom smjeru (Slika 2B).

1
>
035
m

030

s y=-0.8 y=08

=y}
:X)
000 005 010 015 020 025

P(X | Y
PY | X

00

K=x - y
Slika 2. Uvjetne razdiobe gustota vjerojatnosti A) zavisnosti P(X|Y=y) i B) zavisnosti P(Y | X=x)
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Posljedica kompleksnosti modela zaklju¢ivanja u protukauzalnom smjeru su velika ne-
sigurnost u procjenama vrijednosti ciljanih varijabli i donoSenje pogresnih odluka u postup-
cima upravljanja sustavima. Zaklju¢ivanje o smjeru kauzalnosti temeljem podataka prove-
deno je primjenom kriterija usporedbe Pearsonove korelacije (12) podataka i modela u Hil-
bertovom prostoru (8). Testirani nelinearni modeli dani su u Tablici 1. Dane su Pearsonove
korelacije izvornih podataka (x,y) s procjenama regresijskih modela (y, intervali pouzdanosti
C.IL, i rezulati kauzalne analize. Za model y = x3 + x + ¢ Pearsonova korelacija izvornih po-
datka x,y € Rje r(x,y) = 0,945 sto ukazuje da je zbog vecine podataka u intervalu (—c, +0)
zavisnost je priblizno linearno proporcionalna y = a + bx. Bududi da su za linearno zavisne
varijable uvjetovane razdiobe gustode vjerojatnosti simetri¢ne (identi¢ne), P(X|Y) = P(Y|X),
za dvije linearno povezane varijable u prostoru R izvornih podataka nije moguce odrediti
smjer kauzalnosti. Da bi se moglo zakljuciti o smjeru potrebno je modelirati nelinearne od-
nose medu podacima. Podaci su preslikani u RKHS prostor gdje su procijenjeni regresijski
modeli yy(x) i x4 (y), (Racine, 2008). Dobivene su Pearsonove nesimetri¢ne korelacije RKHS
modela i pripadajuéih izvornih podataka, 7(y, y3(x) i r(x, x5 (y).

Da se provijeri statisti¢ka signifikantnost razlika u korelacijama odredene su pripadni
intervali pouzdanosti CI (engl. confidence intervals), CI[r(y,y3 (x)] i CI[r(x, x3(y)]. Bududi
da nema preklapanja intervala pouzdanosti procjena korelacija s RKHS modelima one su
znacajno razli¢ite (Tablica 1). Temeljem Kolmogorovog kriterija povezanosti kompleksnosti
i kauzalnosti (12) potvrduje se uzro¢na veza odziva y neurona o razini ulaznog signala x.
Predlozeni postupak odredivanja kauzalne bivarijabilne relacije, osim modela neurona, testi-
ran je na nizu sloZenih funkcija u uvjetima nestacionarnosti kada je razina slucajnog utjecaja
proporcionalna heteroskedasti¢nosti. Testirane su kombinacije transcendetalnih i periodi¢-
nih funkcija. Ulazna funkcija x je slucajna veli¢ina definirana s konstantnom distribucijom
gustoce vjerojatnosti u podru¢ju X € [—2, 2], izvor $uma je slucajna varijabla ¢ s normal-
nom razdiobom N(0; 0,4), a heteroskedasti¢nost je modelirana produktom ulazne varijable
i normalne razdiobe slu¢ajnog Suma. Simulirano je ns = 1000 uzoraka.

Tablica 1. Rezultati analize bivarijabilne kauzalnosti

Model | € r(x,y) r(y,yu(x)) Cllr(y, yp(x)] r(x, 23 (y)) Cllr(x, x4 (y))] y = f(x)
£ 0945 0992  0991-0993 0983  0981-0,985 x —y

y=x3+x+e e(x) 0945 0992  0991-0,993 0983  0980-0,985 x —y
e3(x) 0944 0,991 0990-0992 0975  0972-0978 x—y
£ —0,009 1,000  0999-1,000 0,009  —0,05-0,071 x—y

y=1log(x+10)+x6+¢ | eo(x) —0,009 0,899  0,899-1,000 0,033  —0,03-0,095 x>y
e3(x) —0,009 0899  0899-0999 —0,004  —0,07-0,058 x —y
£ 0,637 1,000 1,000-1,000 0931 09230939 x—y

y=sin(10x) +e¥+e | ep(x) 0,637 1,000  1,000-1,000 0932  0924-0940 x—y
es(x) 0637 1,000  1,000-1,000 0935  0920-0942 x—y

y = tanh(x) +¢ ‘ e 0944 0,993 0,993-0,995 0,966 0950-0980 x—y
€1 0976 0,977 0,973-0,979 0,978 0975-0981 x<+ry
y=2x+e e2(x) 0976 0,976 0,973-0,979 0,978 09750981 x<y

e3(x) 0972 0,972 0,968-0,975 0,977 09740980 x<+y

Biljeska: postavke simulacija X € [-2, 2], ns=1000, & ~ N(0; 0,4), ez(x) ~ N(0; 0,4)(1+0,1x),
e3(x) ~ N(0; 0,4)log(|x|), yu(x) =Ey(YulX =1x), xu(y) = Ex(Xy|Y =y)
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Za provjeru predloZenog kriterija kauzalnosti testirana su Cetiri nelinearna i jedan line-
arni model. Izabrani su nelinearni modeli s podatkovno slabo i s jako izraZenom nelinear-
nos¢u, odnosno s zanemarivim i visokim stupnjem korelacije testiranih podataka. Testirani
nelinearni polinom tre¢eg stupnja i model neurona tanh(x), za izabranu domenu ulaznog
poremecaja, nemaju podatkovno izraZenu nelinearnost i stoga imaju visoki stupanj korelacije
testiranih podataka r(x,y) = 0,94. Podaci testiranog modela kombinacije logaritamske funk-
cije i polinoma Sestog stupnja imaju izrazito nelinearnu zavisnost i nesignifikantnu korelaciju
r(x,y) = 0,009. Podaci modela kombinacije trigonometrijske i eksponencijalne funkcije su
izrazito nelinearni s korelacijom r(x,y) = 0,637. Usporedba Pearsonovih korelacija testiranih
podataka i odgovarajucih regresijskih modela u RKHS prostoru pokazuje razlike koje implici-
raju kompleksnost protu kauzalnih modela i time procjenu smjera kauzalne veze. Znacajnost
razlika korelacija potvrdena je ne preklapanjem intervala pouzdanosti. Za sve primjere potvr-
dena je to¢nost procjene smjera kauzalne zavisnosti, osim za linearni model za koji teoretski
ne postoji razlika kompleksnosti modela, odnosno uvjetne razdiobe gustoce vjerojatnosti u
oba smjera su jednake, P(X|Y) = P(Y|X).

4. Primjeri kauzalnosti ekonometrijskih podataka

Ispitivanje bivarijabilne kauzalnosti s realnim ekonometrijskim i socio—ekonomskim poda-
cima je znatno sloZenije i nesigurnije. Razlog je to §to su u realnim sustavima faktori me-
dusobno povezani i dolazi do manjeg ili veéeg preklapanja i interferencije razli¢itih uzroka i
posljedica. U takvim uvjetima analiza kauzalnosti izdvajanjem samo dva faktora je ograni-
¢ena i Cesto ima za posljedicu pristrane procjene. U svrhu testiranja predloZenog algoritma
odredivanja kauzalnosti primijenjena je analiza socio—ekonomskih, financijskih i burzovnih
podataka. Zaklju¢ci o smjeru kauzalnog ucinka i statisticki parametri dani su u Tablici 2.
Temeljem podataka iz baze "Datarium" (Kassambara, 2019), ispitana je kauzalna veza izmedu
prodaje i posjeta drustvenim mrezama Facebook, YouTube i oglasavanja u tiskovinama. Re-
zultati pokazuju da prodaja ima pozitivni povratni utjecaj na broj posjeta drustvenim mre-
zama. NajizraZenija je veza izmedu prodaje i broja posjeta YouTube mrezi, r(x,y) = 0,782, ali
bez jednoznacne procjene smjera kauzalnosti. Najmanji u¢inak na prodaju ima oglasavanje
u novinama (r(x,y) = 0,228). Neodredenost smjera kauzalnosti je posljedica istovremenog
preklapanja uc¢inaka koja nije uzeta u obzir u ovoj bivarijabilnoj analizi. Temeljem podataka
iz baze parova varijabli "Tiiebingen" (Mooi i sur., 2015), analizirana je kauzalna povezanost
dionica banaka. Hang Seng Bank je sestra banke HSBC, a banke Hutchinson i Cheung Kong
posluju samostalno. Vrijednosti dionica banaka su ¢vrsto povezane s koeficijentima korelacije
od ¥ = 0,703 do r = 0,814. Nesimetri¢nost uvjetnih korelacija s pripadaju¢im RKHS mode-
lima ne omogucuje jednozna¢no odredivanje smjera kauzalnog utjecaja. Moguce objasnjenje
je neraspolozivost ostalih faktora nuznih za kauzalnu analizu. Kao jednostavniji primjer ne-
posrednog kauzalnog utjecaja uzeti su podaci o odnosu dobi djelatnika i osobnog dohotka.
Odabrani su podaci iz dvije baze, "Tiibingen" i Canadian Census Public (Racine, 2008). Iako
su podaci iz dvije razli¢ite zemlje, Njemacke i Kanade, rezultati su sukladni, koeficijenti
korelacija su r = 0,223 i r = 0,231, a iz nesimetri¢nosti uvjetnih korelacije s RKHS mode-
lima pouzdano je potvrden ocekivani smjer kauzalnosti. Ekonometrijski najvazniji primjer
je odredivanje kauzalnog odnosa izmedu S&P500 i VIX indeksa. Financijska trzista su iz-
razito kompleksna zbog mnogobrojnih egzogenih faktora (ekonomski, politicki, psiholoske
percepcije). VIX indeks je klju¢an u postupku dono$enja poslovnih odluka u trgovini i inves-
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ticjama. Primjena umjetne inteligencije (Al) omogucuje povezivanje brojnih faktora s ciljem
utvrdivanja uzoraka ponasanja i predvidanja (Carter, 2025). Iako su predikcije Al modelima
uglavnom pouzdane u kvazi stacionarnim ekonomskim i gospodarskim uvjetima, agnosticki
Al modeli zbog svoje asocijativne prirode ne mogu objasniti o¢ekivanja intervencijskih odluka
i protucinjeni¢nih promisljanja Pearl (2009).

S&P 500
6 VIX
4
N
2
0
I T T T T T T T T T T T 1

2018 2020 2022 2024

Slika 3. Dnevne standardne vrijednosti indeksa S&P500 (plavo) i VIX (crveno) u razdoblju od 2018. do 2024.

U ovom su radu za kauzalnu analizu koristeni dugogodisnji podaci, od pocetka 2018.
do kraja 2024., dostupni s internet posluzitelja "Chicago Board Options Exchange" (CBOE).
Grafi¢ki prikaz dinamike dnevne srednje standardizirane vrijednosti indeksa prikazan je na
Slici 3, a rezultati kauzalne analize u Tablici 2.

Tablica 2. Bivarijabilna kauzalna analiza ekonometrijskih podataka

‘ r(x,y) r(y,yu(x)) r(x, x4 (y)) Kauzalni smjer

Marketing x = Facebook posjeti 0.576  0.574 0.646 XY
(baza "Datarium") x = YouTube posjeti 0.782  0.788 0.833 X&Y
y = prodaja x = novinski oglasi 0.228  0.271 0.247 XeY
Financije x = Hang Seng Bank dionice | 0.814  0.827 0.825 XY
(baza "Tiibingen")  x = Hutchison Bank dionice | 0.814  0.825 0.827 XY
y = HSBC dionice x = Cheung Kong dionice 0703  0.713 0.701 X&Y
Socio—ekonomski  x = dob (baza "Tiibingen") 0.223 0.324 0.271 X=Y
y = dohodak x = dob (baza "csp71") 0.231  0.564 0.328 X—=Y

2018-2022 —0.585 0.721 0.662 X=Y
* B \S/%f 500 2020-2022 —0.689 0916 0.846 X—=Y
y= 2022-2024 ~0.630 0659 0678 XY

Korelacije su negativne, tj. pove¢anje S&P500 ima za posljedicu smanjene indeksa rizika
VIX. indeksa su u intervalu od r = —0,585 do r = —0,689. Za podatke u razdobljima od
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2018. do 2020., i 2020. do 2022., jednoznacna procjena smjera kauzalnosti je da promjena
S5&P500 je uzrok promjene VIX, ali za razdoblje od 2022. do kraja 2024. kauzalni smjer nije
jednoznaéno procijenjen. Moguce objasnjenje je da postoji i pozitivna povratna veza kojom
VIX destabilizira S&P500 indeks.

5. Bayesova kauzalna mreZa rodnog jaza u ICT industriji

Razvoj informacijske i rac¢unalne tehnologija ICT (engl. Information and Computer Technology)
je najbrze rastuci sektor svjetske a tako i hrvatske ekonomije. Analiza razloga i kauzalne
povezanosti faktora rodne neravnopravnosti u ICT je od velike vaZnosti za donosenja odluka
odrZavanja socijalne pravednosti i optimalnog koristenja ljudskog potencijala. Mnogobrojni
su ekonomski, kulturoloski i socijalni faktori, kao i sloZenost njihove interakcije, koji se ne
mogu reducirati na razinu bivarijabilne kauzalne analize. Kao primjer sloZenog kauzalnog
modela dan je primjer ICT americke tvrtke (Chamberlain, 2016, 2024). Dana je baza podataka
s rodno uravnoteZenim uzorcima od 1000 djelatnika, 532 muskih i 468 Zenskih. Prosje¢na
godi$nja primanja su 98457 USD i 89942 USD za muske i Zenske djelatnike, $to ¢ini rodni
jaz od 8,7%. Dani su podaci za sljede¢ih 9 kauzalno vaznih faktora: radno mjesto (funk-
cija), rod, dob, ocjena ulinkovitosti, razina obrazovanja, odjel u firmi, radni staz, osnovna
placa, i bonus dodatak. Odredena je struktura usmjerenog aciklickog grafa (DAG) modela
kauzalne Bayesove mreZe optimiranjem Bayesovog informacijskog kriterija BIC (13)—(14). Pri-
mijenjen je heuristicki Hillov postupak optimiranja DAG strukture (Scutari, 2010). Rezultat
je graf kauzalne mreZe prikazan na Slici 4. Jakosti neposrednih kauzalnih u¢inaka odredeni
su procjenom metodom najmanjih kvadrata parametra linearnih modela sa standardiziranim
vrijednostima faktora z; = Y _ B;pa(z;).
1
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Slika 4. Kauzalni Bayesov usmjereni aciklicki graf rodnog jaza
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Kauzalni Bayesov usmjereni aciklicki graf DAG (Slika 4) pokazuje da je osobni dohodak
neposredno odreden dobom djelatnika, radnim staZom, radnom funkcijom u tvrtki, kvalifika-
cijom, radne ucinkovitosti, i rodom djelatnika. Najve¢i neposredni u¢inak na osobni dohodak
imaju dob djelatnika = 0,58, radni staZz u tvrtki p = 0,53, i poloZaj odnosno radna funk-
cija § = 0,4. Rod djelatnika na osobni dohodak ima najmanji neposredni u¢inak § = 0,02.
Interesantno je uociti da rod djelatnika nije kauzalno povezana s ocjenom ucinkovito$¢u na
radnom mjestu. Bonus, dodatak osobnom dohotku, nije neposredno kauzalno povezan sa
rodom i bitno je odredena ucinkovito$¢u na radnom mjestu i dobom starosti djelatnika. Iako
je neposredni uc¢inak roda na jaz osobnog dohotka malen, ukupni posredni u¢inak putem
radne funkcije je znacajan i iznosi 8,7% (Slika 5).

A) osobni dohodak B) kauzalnost
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Slika 5. A) Prikaz rodnog jaza i B) neposredni kauzalni ucinak radne funkcije i roda na osobni dohodak

6. Diskusija

IstraZena je metodologija procjene kauzalnosti iz ekonometrijskih podataka kao najvaznije
informacija za upravljanje ekonomskih sustava na mikro i makro razinama. PredloZen je i
testiran postupak procjene kauzalne relacije temeljem Kolmogorovog koncepta veze izmedu
kompleksnosti sustava (modela) i kauzalnosti. Kriterij odredivanja smjera kauzalne veze
je usporedba iznosa Pearsonove korelacije izmedu izmjerenih podataka i neparametarskog
modela u Hilbertovom reproduciraju¢ih jezgri RKHS. PredloZeni kriterij odredivanja smjera
ispitan je na nizu teoretskih (simuliranih) bivarijabilnih modela i takoder na brojnim realnim
ekonometrijskim, socio—ekonomskih i financijskim podacima iz razli¢itih javno potvrdenih
izvora.

Kolmogorova konjektura da se kauzalni smjer moZe odrediti usporedbom sloZenosti mo-
dela potvrdena je na primjeru simuliranih podataka umjetnog neurona uz superpoziciju od-
ziva neurona i Gaussovog mjernog $uma. Grafi¢ki prikazi modela uvjetnih razdioba P(y|x)
i P(x3|y) jasno potvrduje konjukturu i usporedbom Pearsonovih korelacija to¢ni zaklju¢ak o
smjeru kauzalne veze.
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PredloZeni postupak kauzalne analize provjeren je za razli¢ite oblike nelinearnosti (poli-
nomna, eksponencijalna, trigonometrijska) uz heteroskedasti¢ni utjecaj egzogenog slucajnog
poremecaja. Na svim primjerima potvrdena je to¢nost metode procjene kauzalnog smjera. Ta-
koder je potvrdeno da za linearnu zavisnost, kada ne postoji asimetri¢nost uvjetnih razdioba,
ovom metodom nije moguce odrediti smjer kauzalne relacije.

Bivarijabilna kauzalna analiza realnih podataka pokazuje nuznost poznavanja podataka
o kofaktorima koji istovremeno utje¢u na uzrok i posljedicu. Nepoznavanje podataka ko-
faktora ima za posljedicu pristranost procjene jakosti kauzalnog ucinka i mogucu pogresnu
procjenu kauzalnog smjera. Kada rezultati usporedbe kompleksnosti modela pokazuju prek-
lapanje pripadajuc¢ih intervala pouzdanosti nije moguca jednoznaénost procjena uzro¢no po-
sljedi¢nog smjera. To¢na i jednoznacna procjena kauzalnosti odredena je samo za zavisnost
osobnog dohotka o starosti djelatnika jer nema utjecaja ko—faktora na dob ljudi. Interesantan
rezultat je dobiven za ispitivanje kauzalne zavisnosti VIX indeksa o S&P500 indeksu. Za raz-
doblje od 2018. do 2022. potvrden je smjer zavisnosti, ali za razdoblje od 2022. do 2024. taj
zaklju¢ak nije jednoznacan i implicira moguéi povratni utjecaj VIX na S&P500.

Za nepristranu procjenu kauzalnog modela u nacelu su potrebni podaci svih faktora
koji su neposredno i posredno povezani s ciljnim varijablama. Analiziran je kauzalni model
rodnog jaza osobnog dohotka u ICT tvrtki. Primijenjen je model Bayesove kauzalne mreZe
odredene optimiranjem BIC Bayesovog informacijskog indeksa. Model otkriva da rodni jaz
od 8,7% nije posljedica neposrednog rodnog utjecaja, ve¢ posrednim utjecajem roda na izbor
za funkcije na rukovode¢im radnim mjestima.

7. Zakljuc¢ak

Za razumijevanje i upravljane socioloskim ekonomskim sustavima u sredistu znanstvenog
interesa i prakse su modeliranje i kauzalna analiza temeljem povezivanja velikog broja poda-
taka i brzine komunikacija. Vaznost sustavskog pristupa i povezivanje baza podataka postala
je izuzetno istaknuta razvojem umjetne inteligencije Al. U ekonometriji su poznati brojni
primjeri primjene strojnog ucenja neuronskim mrezama i algoritma dubokog ucenja. Najvaz-
niji cilj postoje¢ih Al modela je utvrdivanje pravila povezanosti vladanja, odnosno uzoraka
ponasanja, ekonometrijskih, financijskih i socioloskih znacajki. Ve¢ina Al modela smatra se
"crnim kutijama", a osnova inteligencije su nelinearni regresijski modeli procjene ciljnih vari-
jabli. Iako ti modeli nemaju znanje o kauzalnim relacijima, u nacelu njihova to¢nost predikcije
u uvjetima ucenja je znacajna i imaju veliku prakti¢nu primjenu.

Doprinos ovog rada je predloZeni algoritam procjene kauzalnosti temeljem Kolmogorove
konjekture o kompleksnosti i kauzalnosti, i statistickim zaklju¢ivanjem preslikavanjem eko-
nometrijskih podataka u Hilbertov prostor jezgri RKHS. Povezivanjem kauzalnih odnosa i
optimiranjem Bayesovog informacijskog kriterija BIC odreduje se kauzalna Bayesova mreza
koja omogucuje zaklju¢ivanje i donosSenje odluka na sve tri razine znanja: 1) predvidanje re-
gresijom, 2) analiza mogucih intervencije ili odluka upravljanja u sustavu, 3) protucinjeni¢no
testiranje hipoteza i uzro¢no—posljedi¢nih veza moguce hipotetske intervencije.

Poznavanje uzro¢no—posljedi¢ne veze dviju varijabli, X i Y, temelj je razvoja kauzalnih
modela umjetne inteligencije Al, za dinamicke (vremenske nizove), panel analize i prostorno
distribuirane sustave.
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Causal analysis in econometrics using reproducing kernel Hilbert space

SUMMARY
A procedure for determining nonlinear causal relationships
between two variables is proposed by mapping them into a re-
producing kernel Hilbert space (RKHS). The analysis of bivari-
ate dependencies is a component of developing causal models
in artificial intelligence for the purpose of managing complex
systems. Understanding causality provides key information
that underpins diagnostics, consequence forecasting, and bu-
siness decision-making. The determination of causal relation-
ships between variables is performed by estimating the empi-
rical probability density using kernel density estimation (KDE)
within the RKHS framework. The direction of the causal link
is assessed using the Nadaraya—Watson approximation and by
comparing Pearson correlations of the variables X and Y with
those of the models in RKHS space, X3(Y) amd Yy/(X). The
proposed method was tested on several examples: a neuron
model, simulations of complex bivariate models with hetero-
skedastic disturbances, well-known datasets from the Univer-
ARTICLE TYPE sity of Tlibingen, marketing "Datarium" data on social media
Original scientific paper impact, and dependencies between stock indices S&P500 and
VIX. Additionally, an analysis of the causal structure related to
the gender pay gap was conducted using data of IT company
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cannot unambiguously determine the direction of causality.
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