GEOFIZIKA Vol. 3 1986

Izvorni znanstveni rad
UDK 551.501

O svojstvima nekih omedenih U i J razdioba

Ivan Penzar i Branka Penzar

Geofizicki zavod
Prirodoslovno-matematickog fakuliteta, Zagreb

Primljeno 3. lipnja 1986., u konacénom obliku 21. srpnja 1986.

Razmatraju se svojstva funkcije gustoe vjerojatnosti u obliku omedene
parabole, napose prva dva momenta, medijan i intervali najvecih vjerojatnosti.
Pokazuje se da medijan, kao i srednjak, daje slabu informaciju o tome gdje
se u razdiobi nalazi podruéje najvecih vjercjatnosti te da varijanca nije jedno-
znacna mijera za rasap. Kratko je opisan nacin pridjeljivanja funkcije empirij-
skim histogramima. Rezultati mogu posluZiti u statistickoj analizi relativnog
trajanja insolacije i naoblake.

On the properties of some bounded U- and J- distributions

Some characteristics of the probability density function in the form
of a bounded part of a parabola — especially the first two moments, the me-
dian, and the intervals with the largest probabilities — are discussed. It is shown
that the median, as well as the mean, gives a poor information on the location
of the most frequent values, and that the variance cannot be considered as
a parameter of dispersion. The way of fitting the function to the empirical
histograms is briefly described. The results may be useful in the statistical
analysis of relative sunshine duration and cloudiness data.
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1. Uvod

Odavno je poznato da u mnogim klimama terminske i dnevne vrijednosti naoblake
imaju razdiobu ¢estina sliénu slovu U. Upravo na dugogodisnjim, homogenim podacima
opservatorija Zagreb—Gri¢ Goldberg je (1930, 1932) potvrdio i fizikalno objasnio neke
karakteristike takve razdiobe za koje se prije smatralo da potjecu od netoc¢nih opazanja
ili slucajnih pojava u kra¢im razdobljima. Nedavno je ustanovljeno da i dnevno relativno
trajanje insolacije u Hrvatskoj ima empiricku razdiobu s najve¢im cestinama u rubnim
klasama; oba moda nisu obi¢no jednako izrazita. a koji puta se jedan od njih i gubi
(Penzar, Penzar, 1984). Takve omedene razdiobe slicne slovu U ili J u meteorologiji
se inace rijetko pojavijuju. Veéina meteoroloskih parametara ima neomedenu ili s jedne
strane omedenu razdiobu koja se esto moze nadomjestiti normalnom ili Gaussovom
funkcijom gustoce vjerojatnosti. Bududi da je to jedna od najpoznatijih i najviSe upotreb-
ljavanih funkcija gustoce u matematickoj statistici 1 njenoj prinmjeni u raznim znanostima,
postoji moguénost da se dobro poznata svojstva normalne razdiobe uzmu nesvjesno kao
oplenito vazeca. U slu¢aju kad stvarna razdioba nije nimalo slicna normalnoj to bi
moglo dovesti do pogrednih zaklju€aka o objektu istrazivanja.

U zadnje su vrijeme podaci o naoblaci i insolaciji mnogo trazeni u heliotehnic¢kim
istrazivanjima, pa se postavlja pitanje koliko se adekvatno oni mogu prikazati obi¢no
upotrebljavanim statistickim parametrima, odnosno Kako se ponaSaju ti parametri za
omedenu U ili § razdiobu.

To éemno ponasanje ovdje prikazati polaze¢i ne od empirijske razdiobe cestina
nego od jedne njezine teorijske aproksimacije - funkcije gustoce u obliku cmedenog
polinoma 2. stupnja. Rezultati koje pokaZze teorijska funkcija gustoce priblizno ¢e vrijediti
i za empirijske histograme koji su joj sli¢ni.

2. Funkcija gustoée u obliku omedene parabole
Jednadzba parabole kojoj je os paralelna s osi y glasi:
y =4 + Bx+Cxt (1)

a koordinate ekstrema su joj:

(2)

Za slu¢ajnu varijablu definiranu u omedenom intervalu, recimo od G do 100,
kojoj pripadaju najvece vierojatnosti na jednom ili na oba kraja tog intervala, moze
funkcija gustoce imati oblik (3):

f(x) =4 + Bx + Cx?, 0 <x < 100 (3}
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s tim da budu ispunjeni uvijeti:
C>0 (4)
10¢ 10°

102A+—2B+—3—C=l (5)

a ako je diskriminanta parabole B* —4AC pozitivna, potreban je jos i uvjet (6):

“B-BY*_44C>200C il
(6)
B+ B? —44C<0

Time su ispunjeni zahtjevi (7) i (8) koji vrijede za svaku funkciju gustoée i osigurano je
da se oba ili jedini mod funkcije nalaze na rubovima intervala u kojem je funkcija defi-
nirana.

f(x)=0 (7)
}:f(x)-dx=1 (8)

Funkeija razdiobe:
Fx) = [ f(x)- dx 9)

bit ¢e jednadzba treceg stupnja bez slobodnog ¢lana, koja zadovoljava potrebne uvjete:

F(0) =0 (10)
F(100) = 1

Iz (5) vidimo da koeficijenti A, B i C nisu medusobno nezavisni. Svaki od njih
mozZe se preko (2) i (5) izraziti pomocu koordinata minimuma parabole (1):

A=yt-f~szt

B=—2Mx, (11)
C=M.
gdje je M pokrata (12).
3-300
M = Yt . 10—2 (12)

3x? —-300x,+10*

Uvritavanjem izraza (11) u (3) jednadzba funkcije gustoée dobiva oblik (13). On jasno
pokazuje da se radi o dvoparametarskoj razdiobi.

fO)=y, +Mx;—2Mx, x+Mx*, 0<x<100 (13)
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Razmatrat éemo dalje samo one slucajeve kad se minimum funkcije (1) nalazi
izmedu pravaca x = 0 i x = 100, tj. kad histogram po obliku upucuje na omedeni dio
parabole. Mora dakle biti:

0<x,<100
(14)
0<y, <1072

sto ujedno znagi B? — 44 C <0, pa uvjet (6) nije vise potreban.

Na slici 1 prikazana su tri primjera funkcije gustoce (13). Iz zadanih parametara
X1y, odredeni su prema (11) 1 (12) koeficijenti A, B i C.

f(x);] a
X,=0, ¥,=1-103
=0, V¢
2.162L A=1103; B=0
c=2.710°

x4=50; y;=102

A=2.8-10 2;B=-1.08-103

P 2
o 1 x x 1 x
1 2 4100
f(x)
Xt=100, yt=0
-2
2-10 A=3-102;B=-6-10"%
i c-3-10"8
0 1 1

1 x1
0 20 40 60 80 100
Slika 1. Primjeri za funkciju gustoée vjerojatnosti u obliku omedenog dijela parabole

Figure 1. Examples of the probability density function in the form of a bounded part
of parabola.
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Ocekivana vrijednost slucajne varijable ili prvi pomo¢ni moment razdiobe u =
= E(x) izrazen pomocu koeficijenata 4, B i C, odnosno pomocu parametara x, i y;,
glasi:

= é 4 E 6 _C. 8
po=3 100+ 2100 + 2010 (15)
ili R
p=5+10y,+10°M (5 x} — % 10°x, + 25+ 10°) (16)
Drugi pomoéni moment razdiobe u; = E(x*) moze se odrediti iz izraza (17) ili
(18):
A s 2B 08 £ €L a0
M2 =3 10 +4 10 +5 10 (17)
106 6 1 2 3
U2 Z?yt-}-lo M(Ext—SOx,+2'10) (18)

Preko p i p; odredujemo drugi centralni moment ili varijancu o> = E(x — u)*.

Parametarski prostor (14) preslikava se u ravnini (u, 0%) u omedeni prostor pri-
kazan na slici 2. Zbog oblika jednadzbi (16) i (18) ne dolazi u obzir analiticko rjefavanje

o2

1300}

900

500

0 50 100"
Slika 2. Prostor za momente u i o parabolne razdiobe koja zadovoljava uvijet (14).
Tocke D, E, F odgovaraju primjerima a, b, odnosno ¢ naslici 1.

Figure 2. Space for the moments p and ¢ of the distribution (13) with the parameters
satisfying the condition (14). The points D, E, and F correspond to the examp-
les a, b, and ¢ respectively, on Fig. 1.
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sustava (19). nego bi se iz zadanih momenata u i o’ parametri x, i y, mogli odrediti
samo numeri¢kom iteracijom.

xp = x, (1, 0%)

(19
)’rz}’t(.usoz) )

Iz poznatog opceg izraza slijedi odredbena jednadzba za medijan » koja je treceg
stupnja.

Razdioba f(x) je u pravilu bimodalna s maksimumima u tockama x =01 x = 100.
Polozaj modova je fiksan,ali njihove ordinate mogu varirati, pa je opCenito f(0) 7 j(100).
Specijalni su slucajevi:

a) kad funkcija ima dva jednaka maksimuma,

b) kad jedan maksimum potpuno iscezne.

Slucajevi a) nastupaju kod x, = 50, a sluCajevi b) za parametarski prostor (14}
kod x, = 0ix, = 100. Primjeri takvih funkcija gustoca prikazani su na slici 1.

U praksi je cesto potrebno znati kakve vrijednosti slucajne varijable treba ocekivati
s velikom vierojatnoi¢u. a u kojem su intervalu vrijednosti malo vjerojatne, pa ih — kad
se dogode — treba smatrati izuzetnima. Za potpuno ili priblizno simetri¢ne unimodalne
razdiobe problem se svodi na trazenje najkraCeg intervala kojemu pripada velika, una-
prijed zadana vjerojatnost. U pravilu se uzima da je interval simetri¢an oko moda, a to
je potpuno to¢no kad je funkcija gustoce simetri¢na oko svog jedinog maksimuma.
Kao §to je poznato Chapman je interval od g — 0 do u + 0 za Gaussovu i njoj sli¢ne empi-
rijske razdiobe definirao kao podrucje normalnih vrijednosti slucajne varijable, dok
vrijednosti izvan tog intervala smatra malima odnosno velikima.

Ovdje vjerojatne ili normalne vrijednosti slucajne varijable ocekujemo uz rubove
razdiobe. Ukupnu vjerojatnost koja im pripada oznacit ¢emo s 1 — a. (U analogiji s
Chapmanovim kriterijem bilo bi 1 —a = 0,68.) No bilo bi logi¢no da se intervali u kojima
dolaze vierojatne vrijednosti mijenjaju kako se mijenja oblik gustoce f(x). tj. ordinate
njezinih modova.

Da bismo te intervale poblize odredili polazimo od najduljeg intervala kojemu
pripada vjerojatnost . Granice ¢emo mu oznaciti s x,; i X,. To Ce biti interval sime-
tri¢an oko vrijednosti x,, ako ona nije preblizu ruba razdiobe. Ako jest, onda se najdulji
a-postotni interval nalazi uz taj rub razdiobe.

Kad iz intervala u kojem je slucajna varijabla definirana isklju¢imo najdulji o« -po-
stotni interval, preostaju podru¢ja u kojima su vrijednosti slu¢ajne varijable vjerojatne.
U pravilu to ée biti dva podrucja: od 0 do x s pripadnom vierojatnosé¢u P, iod x, do
100 s pripadnom vjerojatno$é¢u P . Mora vrijediti:

P1+P2:l—a (20)

Granice x, ix, dobiju se kao reaini korijen kubne jednadzbe za d koja slijedi iz izraza
(21). uvriten u (22). Tu 2d znaci §irinu simetri¢nog a-postotnog intervala oko xr.

F(x;d)—F(x,+d) = a (21)
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x;,—d=x,
(22)
X td = x;
Ako (22) pokaze x, <0, stavlja se x; = 0, dok se umjesto x, > 100 stavlja x, = 100.
Vijerojatnosti Py i P, slijede zatim iz izraza:

F(x,) = P,

1—F(x2)=P2 (23)

3. Oblik parabolne razdiobe i vrijednosti
pripadnih statistickih parametara

Prikazat ¢emo sada promjene osnovnih statisti¢kih parametara u ovisnosti o obliku
funkcije gustoce (3) ili (13) kojoj koordinate minimuma zadovoljavaju uvjet (14).

3. 1. Momenti

Poznato je da kod razdioba slicnih Gaussovoj prvi pomoéni i drugi centralni mo-
ment daju informaciju o smjestaju podataka na skali za slu¢ajnu varijablu, odnosno o
njihovom rasapu. Za omedene U ili J razdiobe veC same poznate granice intervala u
kojoj je razdioba definirana odreduju na izvjestan nacin polozaj podataka i njihov najveci
moguci raspon, pa neki posebni parametri lokacije i disperzije i nisu neophodno potrebni.

Yi 50

55 45

410"t

0

X
100 !
Slika 3. Ovisnost prvog momenta u o parametrima razdiobe x; i y.

Figure 3. The mean u as a function of the parameters x, and y;.

Simetri¢ne funkcije f(x) imaju minimum u sredini intervala u kojem su definirane
(x; = 50), a na istom mjestu nalazi im se i prvi moment y. Kad se — uz konstantni y, —
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x, udaljuje od 50 i u se najprije brzo, a zatim sporije, udaljuje u suprotnom smjeru.
No nakon §to x, prijede odredenu vrijednost (21 odnosno 79) pocinje se u vracati prema
sredini razdiobe (sl. 3). Ako se povefava parametar y;, a to znaci da se parabola $iri,
i se i opet priblizuje vrijednosti 50, koju bi imao kod y; = 1072, kad parabola prijede
u pravac, a f(x) u jednoliku funkciju gustuée f(x) = 1072, 0 < x < 100. Ekstreme
postiZe u za vrijednosti parametara: x,=21,y,=0 (u=79) i x,=79, y,=0 (u=21).

Slika jasno pokazuje da se prvi moment nikad ne podudara ni s jednim modom,
nego se dapade moZe podudarati s antimodom gustoce. Vidimo da naziv ocekivana
vrijednost slucajne varijable, koji se ¢esto upotrebljava, moZe ovdje dovesti do zabune,
jer se nesvjesno nameée misao da bi trebalo o&ekivati one vrijednosti varijable koje nastu-

paju s velikom vjerojatnoséu, 3to je i istina kod mnogih razdioba.
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Slika 4. Ovisnost varijance 0® o parametrima razdiobe xy i y¢.

Figure 4. The variance o? asa function of the parameters x, and y;.

Kako pokazuje stika 4, pravilo da je varijanca veca §to je parabola Sira, tj. §to je
funkcija f(x) manje zakrivljena, ne vrijedi opcenito nego samo za jako asimetri¢nu
gustoéu. Simetriéna ili priblizno simetri¢na gustoéa f(x) ima osobito veliku varijancu
kad joj je minimum blizu osi x. Maksimum ima varijanca za vrijednosti parametara x, =
= 50, y; = 0 (0> = 1500), a minimume (6% =300,3) za dva para vrijednosti: x, = 14,
yr=01x,=86, yr=0.

Lako je vidjeti da vjerojatnost za slu€ajnu varijablu unutar intervala definiranih
pomoéu u i o nije konstantna kao npr. kod normalne razdiobe nego ovisi o parametrima
xe iy
Momenti u, i osobito o2, svaki za sebe, sadrZe dakle slabiju informaciju o para-
bolnoj razdiobi nego §to smo navikli u slucaju Gaussove ili neke druge neomedene uni-
modalne razdiobe. No oblik nase razdiobe, odnosno njeni parametri x, i y, diktiraju
polozaj para (u, o®) u prostoru na slici 2. PribliZno simetri¢nim razdiobama (x, oko
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50) s izrazitim minimumom (y, blizu 0) pripada gornji dio prostora na slici, a simetri¢-
nim razdiobama sa slabo izrazenim modovima (veliki y,) dio u okolifu tocke (u = 50,
o = 900). U uskim krakovima prostora na slici nalaze s¢ momenti jako asimetri¢nih
razdioba. Za one, koje na svom lijevom rubu imaju mnogo ve¢i maksimum nego na
desnom, s grani¢nim sluéajem x, = 100, je lijevi krak prostora; razdiobama sli¢nim slovu
J (x; blizu 0) padaju momenti u desni krak.

3. 2. Medijan

Umjesto srednjaka upotrebljava se koji puta kao parametar lokacije medijan.
Njegova promjena u ovisnosti o parametrima razdiobe koju ispitujemo (sl.5) vilo je
sliéna promjeni prvog momenta (sl. 3). Dok je y, malen, medijan se nalazi blize onom
modu koji je jace izrazen. No nikada ne moze pasti u tocku u kojoj f(x) ima maksi-
mum, nego je od nje udaljen barem za 16 jedinica skale.

50
y 55 45
t
8103}
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50 100
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Slika 5.  Ovisnost medijana » o parametrima razdiobe x; i y;.

Figure 5. The median v as a function of the parameters x; and y,.

3. 3. Podrudja velikih vrijednosti

Pri opisu bilo koje razdiobe osnovno je poznavati intervale u kojima se slu¢ajna
varijabla nalazi uz veliku vjerojatnost.

Slika 6 prikazuje vrijednost naSe funkcije gustoée u tocki x = 0 ovisno o para-
metrima x; i y;. Raspored vrijednosti f(100) dobit ¢emo ako skalu na apscisi okrenemo
tako da 0 i 100 zamijene mjesta. Za x, = 50 oba maksimuma funkcije f(x), koji su
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jednaki, relativno se naglo smanjuju s povecanjem y;. Ako je pak x, blizu 30 ili blizu
70, ordinata blizeg moda raste vrlo slabo, a ordinata daljega se smanjuje veoma jako
pri povecanju y,. Zanimljivo je da se uz konstantni y, ordinate f(0) i f(100) jace razli-
kuju kad parametar x, nije na samom rubu razdiobe nego negdje oko vrijednosti 20
ili 80 (sl. 7).

Yt 11072
8103}
 05-102
41073}
0 + 1 1 1
0

Slika 6.  Ovisnost velicine f(0) o parametrima razdiobe x; i y;.

Figure 6. The value f(0) as a function of the parameters x; and y;.

-1.10°2 1-1072

4103}

0
100t

Slika 7.  Ovisnost razlike f(0) — f(100) o parametrima razdiobe x, i y;.
Figure 7. The difference f(0) — f(100) as a function of the parameters x, and y,.

Vjerojatne, normalne ili najcesée vrijednosti slucajne varijable treba traziti uz
rubove razdiobe. U skladu s izrazima (20) do (23) izradena je za ilustraciju slika 8 koja
prikazuje slu¢aj 1 - a = 0,68. Linije pokazuju polovicu Sirine simetri¢nog 32-postotnog
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intervala oko x,. Za parametre x; i y; u omedenom podruéju na slici obje su povrsine
P, i P, razlicite od nule. Napose za x; = 50 vrijedi P; =P, =0,34. Lijevo od omedenog
podruéija je x; = 0, Py = 0, Sto znaci da za taj parametarski potprostor male vrijednosti
slu¢ajne varijable uopée nisu vjerojatne. Funkcije gustoCe kojima parametri padaju desno
od omedenog podrucja na slici uopce nemaju na svojem desnom rubu intervala s vjero-
jatnim vrijednostima slu¢ajne varijable (x, =100, P, = 0).

Yt
L R#0, R*0 /
81073 ‘ 20 /
- x40 25 X100
4103t PyO o P50
. \a‘ ~39]
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i ll ;r!
- }“\‘%5 35
o+ : L | n i\ "_,me‘)‘ I |
) X4
0 50 100

Slika 8. Polovica $irine simetri¢nog 32-postotnog intervala oko x, za razne vrijednosti
parametara razdiobe.

)
H

Figure 8. Half the width of the symmetric 32 percent interval about xy as a function
of the parameters x and y.

4. Zakljucak

Parabolnu razdiobu upotrijebili smo proucavajuci relativno trajanje insolacije
u Hrvatskoj kao element klime {Penzar, Penzar 1984, 1985) i kao velicinu vainu za
planiranje u heliotehnici. Premda je razdioba mnoge manje fleksibilna od beta razdiobe.
jer se ne moze pridijeliti bilo kakvom U histogramu, ona se u tim analizama pokazala
prikladnijom buduéi da rad s njom zahtijeva samo minimaina ra¢unska pomagala; napose
je izracunavanje vierojatnosti vrlo brzo i jednostavio.

Uzorci kojima je razdioba bila pridijeliena sastojali su se od dnevnih vrijednosti
relativnog trajanja insolacije za odreden1 mjesec i sadrZavali su izmedu 6601930 ¢lanova.
Kako funkcija gustoée nije pogodna za procjenu parametara metodom maksimalne
vierojatriosti, @ metoda momenata nije davala najbolje rezuitate, procjenjivali smo kcefl-
cljentz u (3) iz razdiobe Cestina metodom najmanjih kvadrata. Ako procjene nisu odmah
zadovoljile uvjet (5), trebalo ih je popraviti tako da se podijele s vrijednosti koju su dale
za iijevu stranu relacije (5). Uspjeh prilagodbe teorijske razdiobe podacima bio je pro-
viereil na dva nacina.
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Od ukupno 88 tako analiziranih uzoraka velikoj vecini su srednjak i varijanca
bili unutar prostora za u i o> parabolne razdiobe, a nekima izvan, ali blizu granica toga
prostora. U oba slucaja razdioba se dala dobro prilagoditi podacima. Tablica 1 prikazuje
u kojem se rasponu kretao svaki od koeficijenata 4, B, C'i parametara dobivenih funkcija
gustoce. Samo dva uzorka nisu se mogla dobro prikazati parabolnom razdiobom; njihovi
srednjaci i varijance nalazili su se izvan prostoraza u i ¢* parabolne razdiobe.

Na temelju toga smatramo da se podaci o relativnom dnevnom trajanju insolacije
u umjerenoj klimi u pravilu pokoravaju parabolnoj razdiobi i da se tom razdiobom mogu
prikazati svi U i J empirijski histogrami naoblake ili nekog drugog meteoroloskog ele-
menta kejima srednjak i varijanca padaju unutar ili blizu prostora za y i o? parabolne

razdiobe.

Tablica 1. Ekstremne vrijednosti koeficijenata i parametara funkcije gustoce f{x) za
relativno dnevno trajanje insolacije u Hrvatskoj

Table I.  Extreme coefficients and parameters of f(x) for relative daily sunshine
duration in Croatia

Minimum Maximum
A 0,1-1072 40-1072
B -12,3-107% ~0,1-107°
C 07-10°° 95-.10°°
X, 88 68,0
Ve 2-107¢ 91073

Statisticke parametre kojima se najceS¢e opisuju velike skupine podataka treba
u slu¢ajevima U ili J histograma upotrebljavati oprezno. Odavno je poznato da srednjak
ne pokazuje gdje se u U razdiobi nalazi podrucje najvecih vjerojatnosti, tj. gdje bi trebala
biti smjestena glavnina ¢lanova slu¢ajnog uzorka. Pokazali smo da isto vrijedi i za medijan
parabolne razdiobe. Dapace, srednjak ili medijan mogu se naci i u klasi kojoj pripada
najmanja cestina. Vidjeli smo takoder da varijanca ili standardna devijacija parabolne
razdiobe, a prema tome i empirijskih veli¢ina koje se po toj razdiobi ravnaju, ne moze
dati informaciju o zbijenosti podataka. Statisti¢ke analize dnevnih vrijednosti relativnog
trajanja insolacije i slicnih velicina trebale bi se prvenstveno osnivati na ordinatama
modova i njihovom medusobnom odnosu te na intervalima u kojima se slu¢ajna varijabla
nalazi uz zadanu (veliku ili malu) ¢estinu, odnosno vjerojatnost.
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